Rozwigzywanie rownai rézniczkowych czstkowych
metoda elementow skaczonych (2)

Energia pola elektrycznego

Energie pola elektrycznego w obszarze € mozna wyrazi¢é za pomocg wektora natezenia pola
elektrycznego E, wektora indukcji elektrycznej D, badz skalarnego potencjatu elektrycznego V:
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Gradient potencjatlu mozna obliczy¢ z (8) traktujgc wartosci potencjatdw w weztach jako stale:
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Energia wewnatrz elementu skonczonego o polu S
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gdzie VWT jest transponowang macierzg wartosci potencjaldw w weztach elementu — o wymiarach 1x3,
a K® jest macierzg o wymiarach 3x3, zawierajgcg calki po powierzchni elementu € z iloczynéw
gradientow funkcji ksztattu (13) w poszczegdlnych weztach. Sktadniki macierzy K®© sg rowne:
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i macierz ta, nazywana macierzg sztywnosci elementu, jest symetryczna, tzn. sktadniki o indeksach I sg
réwne sktadnikom o indeksach ji. Macierz K®© nalezy utworzy¢ dla kazdego elementu skonczonego.

ZADANIE:

6. Napisz funkcje, ktéra bedzie tworzy¢ macierz K®© dia danego elementu, na podstawie wspotrzednych
weztéw (réwnanie 17). Argumentami funkcji bedg wspoétrzedne weziow (X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3),
pogrupowane w macierze XiY.




Rownanie (16) wyraza energie zgromadzong w pojedynczym elemencie skonczonym. Rownanie o takiej
samej postaci nalezy utworzy¢ dla catego obszaru obliczen, uwzgledniajac wszystkie wezty obszaru — na
podstawie wszystkich macierzy K®© (tzw. macierzy lokalnych) utworzonych dla wszystkich elementéw.
Globalna macierz K bedzie miata rozmiar nxn, czyli tyle wierszy i kolumn ile jest weztow.

Sktadniki macierzy lokalnych nalezy przenies¢ do macierzy globalnej uwzgledniajgc globalng numeracje
weztéw. Kazdy wezet ma przynajmniej dwa numery: jeden globalny — w catym obszarze (niech bedzie
oznaczony przez i) oraz drugi lokalny — w danym elemencie (oznaczony przez p). Jesli wezet jest
wspoélny dla kilku elementéw, to w kazdym elemencie ma niezalezny numer lokalny. Sktadnik Kj
macierzy globalnej K jest sumg Sktadnikow K(e)pp ze wszystkich macierzy lokalnych K® w ktérych
wystepuje wezet | (lokalnie o numerze p). Podobnie, skiadnik Kjj jest suma sktadnikow K(e)pq
z macierzy lokalnych tych elementéw skonczonych, ktére majg wspolng krawedz i-j.

Na rysunku obok zaznaczono wezet 2 — nalezacy tylko do

il 3
elementu 1, wezet 5 — wspolny dla elementéw 1, 4 i 5 oraz , ,
wezet 6 — wspolny dla elementéw 1, 2, 5 i 6. Przyjmujac
nastepujaca kolejnos¢ weztéw w elementach skonczonych: B
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do macierzy K nalezy podstawic: c
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Do utworzenia macierzy K niezbedna jest znajomos¢ siatki elementéw skonczonych. Informacije o niej
zapisuje sie miedzy innymi w macierzy t , ktéra — przy podziale na tréjkaty — ma 4 wiersze i tyle kolumn
ile jest elementéw skonczonych. Macierz ta jest tworzona na etapie dyskretyzacji obszaru. Kazdej
kolumnie macierzy t odpowiada jeden element siatki: w wierszach 1-3 zapisywane sg numery globalne
wezlow tworzacych dany element, a w wierszu czwartym umieszcza sie informacje o tym, do jakiego
podobszaru on nalezy.

ZADANIE:

7. Napisz funkcje, ktéra bedzie tworzyé globalng macierz K, na podstawie macierzy lokalnych oraz
informacji o elementach skonczonych umieszczonych w macierzy t . Argumentami funkcji bedg
macierze lokalne K © dla wszystkich elementéw oraz macierz t .

Zasada ekstremum energii

Po utworzeniu macierzy K mozna zapisa¢ réwnanie dla energii zgromadzonej w catym obszarze:
G_, T
(18) W= =%egV,, KVy.

Zasada ekstremum energii mowi, ze rzeczywisty rozktad pola elektrostatycznego zapewnia minimum
energii zgromadzonej w danym obszarze. Rozwigzanie zadania metodg elementéw skonczonych musi
wiec by¢ takie, aby energia wyrazona wzorem (18) byta najmniejsza z mozliwych. Nalezy zatem znalez¢
minimum funkcji W€ wzgledem wartosci potencjatéw w weztach V.



Uktad réwna n algebraicznych
W réwnaniu (18) wystepujg dwie macierze:

- macierz sztywnosci uktadu K charakteryzuje siatke elementéw skonczonych,
. T . . , . .
- macierz V, (oraz V,, — macierz transponowana) zawiera wartosci potencjatu pola elektrycznego
w weztach obszaru.

Przy ustalonej siatce macierz K jest stata, niezalezna od wartosci potencjatu (jest ztozeniem macierzy
K® dia poszczegoblnych elementéw, a te zalezg tylko od wspétrzednych weztdw — zob. rownanie 17).
Energia wyrazona réwnaniem (18) moze wiec by¢ zalezna tylko od wartosci potencjatéw wystepujacych
w macierzy V. Przyjmujac r6zne wartosci potencjatdbw w weztach uzyskuje sie rézne wartosci energii.
Zgodnie z przytoczong powyzej zasadg prawdziwe bedg te wartosci potencjatow, ktére dadzg minimum
energii.

Jednym ze sposobdow poszukiwania ekstremum funkcji jest badanie jej pochodnej. Funkcja moze
osigga¢ minimum, gdy jej pochodna jest zerowa. Nalezy zatem obliczy¢ pochodng z energii i przyrownac
ja do zera. Pochodng nalezy policzy¢é wzgledem potencjaldw w weztach. W réwnaniu (18) mozna
wyszczegolni¢ potencjaly weztow brzegowych. Potencjaly te sg dane warunkami brzegowymi. Sg to
wielkosci stale, zatem obliczanie pochodnej wzgledem szukanych potencjatéw daje w tych punktach
wartosci zerowe. Macierz V,, mozna zatem podzieli¢ na dwie podmacierze:

V7 — zawierajgca znane wartosci potencjatéw oraz
V\ — zawierajacg nieznane wartosci potencjatow.

Podobnie, w macierzy K nalezy wyszczegdélni¢ podmacierze: K% Zwigzane ze znanymi potencjatami,
K NN zZwigzane z nieznanymi potencjatami i sktadniki K 2N oraz KN zZwigzane ze wszystkimi potencjatami
(znanymi i nieznanymi). Wyodrebnienie poszczegolinych podmacierzy jest tatwiejsze jezeli wezly sg po-
numerowane w sposob uporzadkowany, np. najmniejsze numery majg wezty o nieznanych potencjatach,
a kolejne numery majg pozostate wezlty. Réwnanie (18) mozna wtedy zapisa¢ nastepujaco:
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Pochodna z energii liczona po nieznanych potencjatach bedzie zatem wyrazona:
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Ostatecznie po wyznaczeniu pochodnej i przyréwnaniu jej do zera otrzymuje sie ukiad réwnan
algebraicznych, ktéry nalezy rozwigzac znajdujgc wartosci potencjatow w weztach:
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Metoda elementéw sko nczonych w Matlabie

Ponizsze komendy utworzg macierze definiujgce elementy skonczone takie jak na rysunku na stronie 2:
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W macierzy P znajdujg sie informacje o wspotrzednych weztow. W pierwszym wierszu umieszczone sg
wspotrzedne X, a w drugim wspotrzedne y. Numer kolumny macierzy P jest rowny numerowi wezta.

W macierzy t znajdziemy informacje o elementach. W pierwszym, drugim i trzecim wierszu macierzy,
znajdujg sie numery globalne weztéw tworzacych dany element skonczony. Lokalne oznaczenie weztdw

odpowiada numerom wierszy. Numer elementu skornczonego jest rowny numerowi kolumny macierzy { .

Zobacz zawarto$¢ macierzy P oraz t i poréwnaj je z rysunkiem na stronie 2.

ZADANIE:
8. Wykorzystujac funkcje napisane jako rozwigzanie zadan 6 i 7 utworzy¢ globalng macierz K, na
podstawie macierzy lokalnych oraz informacji o elementach umieszczonych w macierzach pit .

Metoda elementéw sko nczonych w Matlabie (zadanie rozwigzane za pomocg MRS)
A
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21 22 23 24 25 warunki brzegowe:
14 7 17 1
25| 28 1 21 5 x=0:7.5: 30;
=0: 7. 5: 30;
16 h7_ s Mo %o y !
20 16 19 18 9 V1l = vy/3, % dl a x=0
29 31 6 32 V2 = 10*cos(x*pi/15); % dl a y=30
15 V3 = y/3; % dl a x=30
11 12 13 14 15 : .
15 2 23 27 V4 = 5*sin(x*pi/15); %dla y=0
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ZADANIA:

9. Dla przedstawionego na powyzszym rysunku obszaru utworzy¢é macierze P i t. Wykorzystujac
poprzednio napisane funkcje utworzy¢ globalng macierz K.

10. Zapisz macierz wartosci potencjatow w weztach (jak w réwnaniu 19). Weziom brzegowym przypisz
odpowiednie warunki brzegowe, a weztom o szukanych potencjatach przypisz wartosci NaN.

11. Uporzadkuj elementy macierzy K oraz odpowiadajace im wyrazy macierzy potencjatéw tak, aby
potencjaly znane znalazly sie na koncu macierzy, a nieznane na poczatku (jak w réwnaniach 19-20).

12. Wyodrebnij macierze Vy, KN, KN4, V5. Rozwiaz réwnanie 23 wyznaczajac V.




