Rozwigzywanie rownai rozniczkowych czstkowych

metoda elementow skdczonych - wprowadzenie

Wprowadzenie

Metoda Elementéw Skonczonych (MES) nalezy do numerycznych metod otrzymywania przyblizonych
rozwigzan réwnan rozniczkowych czastkowych. Ostatnim etapem obliczen w MES jest rozwigzanie
uktadu réwnan algebraicznych. Wczeéniej jednak nalezy ten ukiad réwnan zbudowac, zgodnie
z pewnymi regutami. Dla wytlumaczenia tych regut postuzymy sie prostym przyktadem zadania
z elektrostatyki.

Zalbzmy, ze szukamy funkcji opisujacej rozkiad pola elektrycznego — skalarnego potencjatu
elektrycznego V, na ptaszczyznie XY (czyli w dwuwymiarowym kartezjanskim uktadzie wsp6trzednych),
w pewnym obszarze £ ograniczonym brzegiem I, na ktérym znamy zachowanie sie potencjatu V.
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Rys. 1 (a) Zadanie: dany jest obszar obliczen, réwnanie r6zniczkowe i warunki brzegowe,
(b) obszar obliczen podzielony na elementy skonczone.
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Przyjmiemy, ze w obszarze © nie ma zadnych tadunkéw elektrycznych, a pole elektryczne pochodzi
z zewnatrz. Podstawowe réwnania elektrostatyki, po przeksztatceniu, sprowadzajg sie w tym przypadku
do rownania Laplace’a dla skalarnego potencjatu elektrycznego V:
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Do rozwigzania zadania, oprocz okreslenia rownania rézniczkowego i obszaru obliczen, konieczna

=0

jest znajomos¢ zachowania sie potencjatu V na brzegu I, czyli okreslenie warunkéw brzegowych
przez podanie wartosci potencjatu, lub wartosci pochodnej potencjatu, lub kombinacji tych wielkosci.

Obszar obliczen zostaje podzielony na elementy 3
(x3y _y})

skonhczone (w przypadku dwuwymiarowym sg to
najczesciej trojkaty — zob. Rys. 1b). Podziatl obszaru
(dyskretyzacja ) prowadzi do powstania siatki
elementéw sko Aczonych . Punkty przeciecia linii siatki

nazywamy wezltami. Dla elementéw trojkatnych (x;, 32)
oznaczamy wezty ogolnie literami i, j, k, a biorac

konkretny element numerujemy wezly kolejno 1

(w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara): (x, 1)

Rys. 2 Numeracja weztéw w elemencie
1, 2, 3 —sgto tzw. lokalne numery weztow. skonczonym.



Dyskretyzacja obszaru obliczen jest zwykle pierwszym etapem rozwigzywania zadania metodg
elementow skonczonych. W tym kroku nalezy okresli¢ wspotrzedne weztdw oraz przypisa¢ wezty do
konkretnych elementow. ROwniez na tym etapie nalezy zapisa¢ w siatce informacje o przynaleznosci
elementow do podobszaréw o roéznych wiasciwosciach fizycznych. Informacje o siatce zapisuje sie
miedzy innymi w macierzach P it (zob. przyktad w skrypcie skr ypt MES1. mponizej).

W macierzy P znajdujg sie informacje o wspotrzednych weztow. W pierwszym wierszu umieszczone
sg wspotrzedne X, a w drugim wspotrzedne y. Numer kolumny macierzy P jest rowny numerowi wezia
(w przykiadzie ponizej zaznaczono szoOsta kolumne macierzy, w ktorej znajdujg sie wspoirzedne
szostego wezia).

Macierz I — przy podziale na tréjkaty — ma 4 wiersze i tyle kolumn ile jest elementéw skonczonych.
Kazdej kolumnie macierzy { odpowiada jeden element siatki: w wierszach 1-3 sg zapisywane numery
globalne weztéw tworzacych dany element, a w wierszu czwartym umieszcza sie informacje o tym, do
ktérego podobszaru on nalezy (w analizowanym przyktadzie wszystkie elementy nalezg do jednego
obszaru oznaczonego liczbg 1; zaznaczono pigta kolumne macierzy, w ktorej znajdujg sie numery
weztéw pigtego elementu).

Przedstawiony ponizej skrypt utworzy macierze P i { definiujace elementy skonczone takie jak na
Rys. 3 oraz przedstawi na wykresie element nr 5.

skrypt MES1. m LA 7 3
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678888,
111111]; 0.4+
5
t5 = t([1:3 1],5);
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x5 = p(1,t5); 1 2
y5 = p(2,t5); o T o .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
plqt(x5,y5); Rys. 3 Obszar obliczen zawierajacy 8 weztow,
axis equal podzielony na 6 elementéw skonczonych.

Przy takim samym okresleniu wezidw (w macierzy P) sa mozliwe rézne podzialy na elementy
skonczone tego samego obszaru (np. elementy 5 i 6 moga byé obrécone o 90°). Istotne jest aby
elementy wypetnialy caly obszar i nie zachodzity na siebie.

Po utworzeniu siatki elementéw skonczonych, czyli macierzy P i t, nalezy znalez¢ sposéb, w jaki
bedzie mozna obliczy¢ wartos¢ szukanej funkcji w przestrzeni miedzy weztami, czyli nalezy okresli¢
odpowiednig funkcje aproksymujgca. Funkcja ta bedzie dla konkretnej siatki dana numerycznie, tzn. za
pomoca wartosci, ktére w ogélnosci beda rozne dla réznych elementéw skorczonych.



W obszarze dwuwymiarowym, okreslonym za pomoca wspoétrzednych prostokatnych, dla kazdego
z elementow dobiera sie aproksymacje szukanej funkcji w nastepujacej postaci:

(1) V(xy) =a+bx+cy
Wspdiczynniki &, b, C okresla sie na podstawie wartosci funkcji w weztach, z uktadu rownan:
Vi =a+bx, +cy,
2 V,=a+bx,+cy,
V,=a+bx, +cy,
ktory mozna zapisa¢ w postaci macierzowej, skad po przeksztatceniu:
a I x » B 4
3) bl=1 x, y, v,
c 1 x; /8
Znajac wartosci funkcji V w weztach mozna obliczy¢ wspotczynniki &, b, € i aproksymowane warto$ci
szukanego potencjatu w dowolnym punkcie wewnatrz elementu — z réwnania (1). W ten sposéb zadanie
redukuje sie do:
1) okreslenia funkcji aproksymujacej oraz
2) znalezienia wartosci potencjatu w weztach siatki

zamiast poszukiwania rozwigzania w postaci funkcji ciagtej V(X, ¥) w calym obszarze. W praktyce
aproksymacje w MES wykonuje sie za pomoca funkcji ksztattu.

Funkcje ksztattu

Réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

[a
@ =1 x yl|bl.
| ¢
a po podstawieniu (3):
1 XN B 4
(5) V:[l X y]l X W v,
_1 X3 s Vi

Macierz odwrotna wystepujaca w rownaniach (3) i (5):

-1
1 x5 v 1 XYz~ XY, XY~ XYs XYy ~XY
(6) 1 %X vy,| = e Y.~ Y, Y-V, Y.—Y, |.gdzie A jest polem elementu,
1 % VY X3~ X, X1~ X3 X~ Xy
podstawiona do réwnania (5) daje wyrazenie na potencjat w dowolnym punkcie w danym elemencie:
XY =Xy, XY1mXYs XY ,~XY|V,
1
M VEL X Y YemYe YamH o VaTYe || Vaf,
X3~ X%, X1~ X3 X2~ Xy Vs,



ktére mozna zapisa¢ w postaci:

8 V(XY =NV,, gdzie V,, jest wektorem potencjatow w weztach, jak w (7),
a N =[N; N, N3] jest wektorem zawierajacym funkcje ksztattu :

W wezle | wartosé funkcji N; jest réwna 1,

N, = E{(xz)@ —X39,) + (¥, — ¥3)x+(x; —x,)y} awartosci pozostatych funkcji sa réwne 0.

Na brzegu i-j warto$¢ funkcji Nk jest réwna 0.

1
© N, :Z{(%)’l =X y3)+ (s = y)x+(x —x3)y}

Jezeli punkt (X,y) lezy poza elementem, to wartos¢
przynajmniej jednej funkcji ksztattu jest ujemna.
N, = ﬂ{(xlh =X,y T () = y)x+ (-, )y} Suma funkcji ksztattu dla danego elementu oraz
dowolnych wartosci X i Y daje zawsze 1.

Warto zauwazy¢, ze funkcje ksztattu w réwnaniu (9) nie zaleza od wartosci potencjalébw w weztach
elementéw — w przeciwienstwie do wspoétczynnikéw a, b, ¢ wystepujacych w rownaniu (1).

Pytania sprawdzaj ace (do przygotowania sie na wejsciowke)
Jak jest zbudowana macierz P (jakie informacje zawiera i jak sg one uporzadkowane)?
Jak jest zbudowana macierz t (jakie informacje zawiera i jak sg one uporzadkowane)?

Przyjmujgac dowolne wspotrzedne Xi, Y1, Xo, Y2, X3, Y3 wierzchotkow tréjkatnego elementu i wartosci

potencjatéw V1, Vs, V3, w tych wierzchotkach, oblicz:

1) wspdiczynniki aproksymacji &, b, ¢ dla tego elementu,

2) potencjat V(X, y) w dowolnym punkcie X, y wewnatrz elementu,

3) pole A elementu,

4) wartosci funkcji ksztattu N1, Np, N3 dla tego elementu i przyjetych wspétrzednych X, Y punktu,

5) potencjat V(X, ¥) w dowolnym punkcie wewnatrz elementu — na podstawie wartosci funkcji ksztattu
obliczonych w punkcie 4,

6) wartosci funkcji ksztattu dla tego elementu i wspoéitrzednych punktu lezagcego w wierzchotku elementu,

7) wartosci funkcji ksztattu dla tego elementu i wspdtrzednych punktu lezacego na krawedzi elementu,

8) wartosci funkcji ksztattu Nz, N, N3 dla tego elementu i wspoétrzednych punktu lezacego poza tym
elementem.

Jak mozna sprawdzi¢ poprawnos$é wynikéw uzyskanych w punktach 4, 6, 7 i 8? (odpowiedz jest na tej stronie!)
Jak obliczy¢ macierz odwrotng do danej macierzy?

ZADANIA:

1. Dla obszaru przedstawionego na Rys. 4 (na stronie 6) utworzy¢ macierze P it .

2. Napisz funkcje, mesPT ktéra bedzie tworzy¢ macierze P i t réwniez dla innej, regularnej siatki, dla
prostokatnego obszaru obliczen.

3. Napisz skrypt lub funkcje wykonujaca rysunek przedstawiajacy siatke elementow skohczonych.

Dany jest element o wierzchotkach okreslonych wspétrzednymi (X1, Y1, Xo, Y2, X3, Y3), oraz punkt P
o wspotrzednych (X, y). Wartosci potencjatu w weztach (V1, Vs, V3) sg znane. Nalezy obliczy¢ warto$¢
potencjatu w punkcie P, pod warunkiem, ze nalezy on do elementu. W tym celu nalezy napisa¢ trzy
funkcje: mesN, mesSPR, oraz nesV.

4. Funkcja mesN oblicza wartosci funkcji ksztattu dla danego punktu, na podstawie wspoétrzednych
weztéw elementu i wspétrzednych danego punktu (réwnanie 9). Argumentami funkcji sg wspétrzedne
weztéw zgrupowane w jednowierszowych macierzach X i Y (gdzie: X = [Xg, X2, X3,], Y = [Y1, V2, Y3])
oraz wspdtrzedne punktu (X, y). Funkcja zwraca wynik w postaci macierzy jednowierszowej N
zawierajgcej wartosci N; No Na.




5. Funkcja mesSPR sprawdza, czy dany punkt nalezy do elementu. W obliczeniach funkcja
wykorzystuje funkcje mesN. Argumentami funkcji sg wspoéirzedne weztdow elementu zgrupowane

w macierzach X i Y oraz wspdtrzedne punktu (X, y). Funkcja zwraca wynik informujacy o potozeniu
punktu:

1 — jezeli punkt nalezy do elementu,
0 — jezeli punkt lezy poza elementem.

6. Funkcja nmesV oblicza potencjat w punkcie wewnatrz elementu na podstawie potencjatéw w weztach
i wspbtrzednych weztow. Argumentami funkcji s macierze X i Y, wspotrzedne punktu (X, Y), oraz,
umieszczone w macierzy kolumnowej Vw, potencjaty (V1, V», V3). Funkcja zwraca warto$¢ potencjatu
— jezeli punkt nalezy do elementu albo warto$¢ NaN — jezeli punkt nie nalezy do elementu. Funkcja
nmesV wykorzystuje wczesniej napisane funkcje do sprawdzenia potozenia punktu. Do obliczenia
potencjatu wykorzystuje réwnanie (8).

7. Wczytaj dane zapisane w pliku VO.mat i wyswietl na rysunku siatke elementéw skonczonych oraz
wartosci potencjatu VO dla punktow okreslonych wspotrzednymi zapisanymi w danych X i y:

clear; close all; clc
load VO; % pli k pobierz ze strony: ks.zut.edu.pl/mm/V0.mat
t4,) =t(1,);
figure(1), hold on,
for w=1:size(t,2),
plot(p(1,t(1:4,w)),p(2,t(1:4,w))),

text(mean(p(1,t(1:3,w))),mean(p(2,t(1:3,w))),num2 str(w)),
end
axis equal tight;
figure(2), surf(x,y,reshape(V0,5,5));
set(gca,"YDir','reverse'); axis equal tight;
colorbar

8. Wykorzystaj funkcje mes SPRi mesV do wykonania aproksymacji dla innych wspétrzednych:

x=0:3:30; y=0:3:30; VV(1:length(x),1:length(y))=N aN;
f or k = 1:length(x),
for w = 1:length(y),
for e =1:size(t,2),
i f mesSPR(p(1,t(1:3,e)),p(2,t(1:3,e)),x(k),y(w))
VV(w,k)=mesV(p(1,t(1:3,e)),p(2,t(1:3,e)),x(K),y (w),VO(t(1:3,e)));
end
end
end
end
figure(3),
surf(x,y,VV);
axis equal tight;
colorbar
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Przyktadowe dane do zada

Zadanie 4
X1=0,%X=3,X3=1,

y1='1’y2:1’y3=3
X=2,y=1,

Zadanie 5
X1=01X2:31 X3=11

Vi=-1,¥>=1,Y¥3=3
X=2,y=1,

X1=0,%X=3,X3=1,

y1='1’y2:1’y3=3
X=1.5,y=0,

X1=0,%X=3,X3=1,
yl:-11y2:11y3:3
X=1,y=-1,

Zadanie 6
X1=0,X2:3, X3=1,

y1='1’y2:1’y3=3
V]_ =5, V2 = 3.366, V3 =4.257
X=2,y=1,

X1=0,%X=3,X3=1,

y1='1’y2:1’y3=3
V]_ =5, V2 = 3.366, V3 =4.257
X=15,y=0,

X1=0,%X=3,X3=1,

y1='1’y2:1’y3=3
V; =5, V, = 3.366, V3 = 4.257
X=10,y=0,

Zadanie 7
Rysunek przedstawia obszar obliczen podzielony
na elementy skohczone, z zaznaczonymi weztami.
W pliku VO.mat sg zapisane wartosci potencjatu VO
w weztach (macierz kolumnowa VO - 25 wartos$ci),
wspotrzedne weztow (w macierzach X, y i p) oraz
wezly tworzace kolejne elementy (macierz t ).

prawidtowe rozwigzanie: N=1[0.2 0.6 0.2]

czyIi: N]_: 0.2, N2= 0.6, N3: 0.2

A

30 A

\

prawidtowe rozwigzanie: V = NaN

prawidtowe rozwigzanie: V = 3.871

prawidtowe rozwigzanie: V = 4.183

prawidtowe rozwigzanie: 1 — Punkt lezy wewngtrz el ementu.

prawidtowe rozwigzanie: 1 — Punkt le2y na krawedz elementu.

prawidtowe rozwigzanie: 0 — Punkt znajduje Sie poza elementem.
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16 19 18 9
29 31 6 32
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15 2 23 27
13 3 8 12
6 7 3 9 10
10 26 20 30
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1 2 3 4 5
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Rys. 4 Siatka MES dla zadan 1, 7 i 8.



