Metoda odbic¢ zwierciadlanych

Przypus¢my, ze fadunek punktowy Q (Rys. 1) umieszczony jest w odlegtosci d od nieskoriczone;
powierzchni przewodzacej, umiejscowionej na ptaszczyznie X0Y. Pierwsze pytanie, jakie od razu sie
nasuwa jest nastepujace: Jaki jest potencjat V oraz natezenie E w obszarze nad ptaszczyzng? Nie
moga one pochodzi¢ tylko od tadunku Q, poniewaz Q wyindukuje na powierzchni przewodnika pewien
tadunek o znaku przeciwnym. W zwigzku z tym catkowity potencjat oraz natezenie bedg sumg
potencjatéw i natezen pochodzacych bezposrednio od Q i od fadunku indukowanego. Ale jak mozna
obliczy¢ te wielkosci, skoro nie wiadomo jak duzy jest wyindukowany tadunek i jaki jest jego rozktad?

AZ Z pomocg przychodzi nam metoda odbi¢ zwierciadlanych.
Metoda ta polega na zastgpieniu powierzchni przewodzacej
() rownowaznymi jej tadunkami pozornymi (tzw. urojonymi lub
zwierciadlanymi). Muszg one wytworzy¢ takie samo pole jak
d to, ktére zostato wytworzone przez tadunki rzeczywiste,
wyindukowane na powierzchni przewodzace;j.

=

zagadnienie rozwigzujemy dalej tak, jakby w uktadzie nie
wystepowata powierzchnia przewodzaca, a pole byto

Rys.1 tadunek Q w odlegtosci d nad wytwarzane przez tadunki pierwotne i zwierciadlane.
powierzchnig przewodzaca

/ Po wyznaczeniu rozktadu tadunkéw zwierciadlanych
X

Klasyczna procedura znajdowania rozktadu pola w takim uktadzie polegataby na napisaniu
odpowiednich réwnan Maxwella i rozwigzaniu ich przy uwzglednieniu warunkéw brzegowych
zagadnienia. Jest to bardzo trudne, poniewaz nieznany jest rozktad tadunkéw na powierzchni
przewodzacej. Funkcje opisujacq rozktad pola i spetniajgca rownania Maxwella oraz warunki brzegowe,
sprébujemy znalez¢ korzystajac z twierdzenia o jednoznacznosci. Twierdzenie to moéwi, ze jezeli
znajdziemy jakakolwiek funkcje spetniajaca réwnania Maxwella oraz warunki brzegowe postawione
w zadaniu to funkcja ta jest jedynym stusznym rozwigzaniem. Tutaj warunkiem brzegowym jest
zerowanie sie sktadowej stycznej E na powierzchni przewodzace;j.

Fakt zerowania sie skfadowej stycznej wektora natezenia pola elekirycznego wynika z tego, iz
w zagadnieniach elektrostatyki, na powierzchni przewodzacej istnieje potencjat o statej wartosci —
powierzchnia przewodnika jest powierzchnig ekwipotencjalng. Wystepuje tylko sktadowa normalna
wektora natezenia pola elektrycznego.

Warunek zerowania sie sktadowej stycznej wektora E na ptaszczyznie X0Y bedzie spetniony takze
wtedy, gdy dziatanie przewodzacej powierzchni zastgpimy fikcyjnym tadunkiem Q; = —Q umieszczonym
w odlegtosci d pod ptaszczyzng X0Y, przy zatozeniu ze przenikalno$¢ elektryczna catej przestrzeni jest
rowna ¢ (zob. Rys. 2 na nastepnej stronie).

W takim przypadku, na ptaszczyznie X0Y natezenie pola elektrycznego od dwéch tadunkéw punktowych
jest superpozycjg natezen pol od kazdego tadunku i wynosi:
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Sktadowa styczna wektora E,, do ptaszczyzny X0Y réwna sie:

(2) E =E,_+E _=Eldosa+E [dosa.
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Rys. 2 Ladunek rzeczywisty Q oraz fadunek urojony Q; ,,0dbity” wzgledem powierzchni przewodzacej,
umiejscowionej na ptaszczyznie X0Y

Obydwie skfadowe tworzg z ptaszczyzng X0Y taki sam kat a (r = r;, bo tadunek Q; jest tak samo
oddalony od ptaszczyzny jak tadunek Q). Z podobienstwa trojkatébw mozemy napisac:
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Biorac powyzsze zaleznosci oraz uwzgledniajac, ze sktadowa styczna wektora E,. = 0 otrzymamy:
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a stad:
(5) 0, =-0.

Wykazali$my wiec spetnienie warunkéw zadania. Zastapienie przewodzacej ptaszczyzny tadunkiem Q;
nie zmienia postawionych warunkéw brzegowych, a tym samym nie zmienia rozktadu pola nad tg
ptaszczyzna.

W dowolnym punkcie przestrzeni nad ptaszczyzng X0Y, tj. w obszarze, w ktérym umieszczony jest
tadunek Q natezenie pola elektrostatycznego mozna opisac:

(6) E= Q2Tr_ inrl'
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Potencjat opisany jest:
(7) V= ¢ 0 :
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Wartos$¢ potencjatu w punkcie P(x, y, z) wynosi:
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(8) Vix,y,z) =
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Korzystajac z (1) wyznaczymy wartos$¢ sktadowej normalnej na powierzchni X0Y:
9) E =E +FE =EBina+E Bina.
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Analogicznie jak dla sktadowej stycznej mozna napisac:

(10) sina=£.
r

Uwzgledniajac, ze F=x+ y2 + d* oraz 0, = -0, otrzymamy:
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Wyznaczone powyzej zaleznosci wykorzystamy do obliczen w programie MATLAB. W tym celu
napiszemy funkcje, ktéra umozliwi nam obliczenie potencjatu z réwnania (8):

function V = metoda_odbic(Q,d,epsilon, x,vy, z)

V = 1./ (4*pi*epsilon).*...
(Q./sqrt (x.22+y.72+ (z=d) .~2) . ..
— (0. /sqrt (x.724y. 2+ (z+d) .*2))) ;

Do obliczenia natezenia pola elektrycznego bedziemy wykorzystywaé réwniez poprzednio zapisane
funkcje: pochodna?2 oraz natezeniepola. Jesli nie ma ich na dysku twardym komputera, to nalezy
je ponownie zapisa¢ (skompilowane pliki sg na stronie: ks.zut.edu.pl/mmwe/nazwafunkcji.p).

function d = pochodna2 (x,Vy)

Lx = length (x);

dx = x(3:Lx)-x(1:Lx-2);
dy = y(3:Lx)-y(1:Lx-2);
d = [NaN dy./dx NaN];

function [Ex,Ey] = natezeniepola(x,y,V)

for k=1:length (y)
Ex(k,:) = —-pochodnaZ2 (x,V(k,:));
end

for k=1:1ength (x)
Ey(:,k) = —-pochodna2(y,V(:,k)");
end

ZADANIE 1

tadunek Q =1.6 C znajduje sie w dielektryku o przenikalnosci elektrycznej ¢ = &y w odlegtosci d od
ptaszczyzny przewodzacej (Rys. 2). Wyznacz pole w dielektryku. Przedstaw potencjat V' i natezenie pola
E na rysunku, na ptaszczyznie X0Z (dla y = 0). Wyznacz gesto$¢ powierzchniowa tadunkéw, ktére
powstang na powierzchni oddzielajacej dwa srodowiska i site dziatajaca na tadunek Q.



ROZWIAZANIE

W oknie ,Command Window” wprowadzamy dane do zadania oraz definiujemy obszar obliczen:

clear,
close all
= -9:0.2:2;
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X, 7

L2:7;
meshgrid(x, z) ;
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epsilon = 8.854e-12;

a nastepnie obliczamy wartosci potencjatu dla kazdej wartosci x i z:

for w = 1:1ength(z),

for k = l:length (x),

V(w,k) = metoda_odbic(Q,d,epsilon,x(k),y,z(w));
end
end

i rysujemy wykres potencjatu za pomocg funkcji pcolor:

pcolor (X,2,V)
axis equal
axis tight
shading flat

Na rysunku widzimy rozktad potencjatu wokoét tadunku. Przyjmijmy teraz, ze tadunek jest umieszczony
nieco dalej od ptaszczyzny X0Y (w odlegtosci d = 12) i dla takiej sytuaciji rozwigzemy zadanie do konca:

d = 12;
for w = l:length(z),
for k = 1:1ength(x),
V(w,k) = metoda_odbic(Q,d,epsilon,x(k),y,z(w));
end
end

pcolor (X,2,V)

axis equal

axis tight

shading flat

hold on

[Ex,Ey] = natezeniepola(x,z,V);

h = quiver (X, Z,Ex,Ey);

set (h, '"AutoScaleFactor',1.5, 'color',[1 1 11);

Znajgc rozktad E i V mozna wyznaczy¢ gesto$¢ powierzchniowg tadunkéw, ktére powstang na
powierzchni oddzielajacej dwa $rodowiska. Z warunkéw ciggtosci wektora E przy przejsciu przez ptat
tadunku powierzchniowego z obszaru | do Il wynika, ze gesto$¢ tadunku powierzchniowego jest

proporcjonalna do nieciagtosci sktadowej normalnej E:

(12) e(Ey, — Ep) = 0.



Poniewaz w obszarze Il pole nie istnieje (Ey, = 0), to powierzchniowa gesto$¢ tadunku wyraza sie
nastepujaco:

_ __9d _ Qd
(13) oc=—<¢cE =- T = 3
2n[x2 +y? +dz]2

tadunek Q przyciagany jest przez ptaszczyzne, poniewaz znajduje sie na niej indukowany tadunek
0 znaku przeciwnym. Site tego przyciagania mozna obliczyc:

(14) F:Lg_i@iﬁz
dre  (2d)

Poniewaz wektor sity jest skierowany réwnolegle do osi Z ze zwrotem przeciwnym, to jej wartosc:

_ 2
(15) F=- QEQ2 -2 -
Ame(2d)” 16med

Napisz funkcje: 1adunek oraz sila, ktére beda oblicza¢ wielkosci wyrazone wzorami (13) oraz (15).
Pamietaj o zadeklarowaniu w nawiasie argumentéw funkcji, wystepujacych we wzorach.

function sigma = ladunek( )

function F = sila( )

Wykonaj obliczenia za pomoca tych funkcji. Przedstaw wyniki obliczania gestosci powierzchniowe;j
tadunku na rysunku, na ptaszczyznie X0Y (dla z = 0).

ZADANIE 2

Zmodyfikuj wzér (8) oraz zapisane do obliczeh funkcje tak, aby dziatalty poprawnie dla sytuacji, gdy
pojedynczy tadunek umieszczony jest nad ptaszczyzng przewodzacg w dowolnym punkcie,
0 wspotrzednych (xy, Yo, zp). Wykonaj obliczenia za pomocg zmienionych funkcji dla potozenia tadunku
w punkcie (-1, 1, 12). Przedstaw wyniki obliczania potencjatu na ptaszczyznach przecinajacych osie
uktadu wspétrzednych w réznych punktach (dla wybranej osi ustalamy punkt przeciecia — np. y = 0 jak
w zadaniu 1, i wykonujemy obliczenia dla wybranego zakresu pozostatych zmiennych).

ZADANIE 3

Zapisz rownanie dla potencjatu w sytuacji, gdy tadunek znajduje sie w poblizu dwéch przewodzacych
ptaszczyzn, stykajacych sie pod katem prostym. Napisz funkcje obliczajacg potencjat w takim uktadzie
i wykonaj obliczenia oraz przedstaw je na wykresie.



PYTANIA SPRAWDZAJACE DO TEGO CWICZENIA

1. Podaj wzér na potencjat pola elektrycznego V w odlegtosci r od tadunku elektrycznego gq.
. Zastosuj podany w zadaniu 1 wzor dla kilku przyktadowych wartosci r oraz q.

. Oblicz potencjat pola elektrycznego V pochodzacy od kilku tadunkéw.

. Podaj wzér na natezenie pola elektrycznego E w odlegtosci r od tadunku elektrycznego g.

. Podaj wzér na sktadowe E, i E, wektora E lezacego na ptaszczyznie xy, jesli znana jest dtugosc¢ tego
wektora i kat a jaki tworzy on z osig x.

»

. Zastosuj podane w zadaniach 4 i 5 wzory dla kilku przyktadowych wartosci r oraz gq.

7. Oblicz natezenie pola elektrycznego E pochodzace od kilku fadunkéw (jak dodaje sie wektory?).
8. Opisz (kr6tko, jednym zdaniem) na czym polega metoda odbi¢ zwierciadlanych.

PYTANIA NA NASTEPNA WEJSCIOWKE: METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Poszukujemy rozktadu skalarnego potencjatu elekirycznego V(x,y) w pewnym obszarze 2 ograniczonym
brzegiem I". Znamy zaleznosci miedzy natezeniem pola elektrycznego E a potencjatem elektrycznym V
i tadunkiem Q (lub gestosciag tadunku p).

1. Co jest potrzebne do rozwigzania zadania metodg réznic skonczonych?

2. Na czym polega rozwigzanie zadania metoda réznic skonczonych? Co jest wynikiem obliczen tg
metodg (funkcja, wartos¢, réwnanie)?

3. Omoéw warunki brzegowe Dirichleta.

4. Omoéw warunki brzegowe Neumanna.

5. Czym réznig sie warunki brzegowe Dirichleta od warunkéw Neumanna?

6. Podaj wzér na potencjat w dowolnym wezle, na podstawie potencjatéw w weztach sgsiednich.
7. Czym sa siatka i wezet w tej metodzie?



