Gradient

GRADIENT jest to operator rozniczkowy, ktéry polu skalarnemu przyporzadkowuje pole wektorowe. Pole
to ma kierunek i zwrot najwiekszego wzrostu funkcji w danym punkcie, a wartosc¢ jest proporcjonalna do
szybkosci wzrostu funkcji. Mozna wiec powiedzie¢, ze gradient wskazuje kierunek wzrostu funkcji
skalarnej. Gradient definiuje sie za pomoca pochodnych czastkowych, najtatwiej w ukladzie
wspotrzednych kartezjanskich, dla funkcji V(X,y,2):
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troche trudniej w uktadzie wspétrzednych walcowych, dla funkcji V(r,p,2):
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a najbardziej ztozong postac przyjmuje w uktadzie wspotrzednych sferycznych, dla funkcji V(r,0,p):
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Poniewaz gradient jest operatorem rozniczkujacym, a rézniczkowanie odbywa sie po odlegtosci, to
wielkos¢ wynikowa ma zawsze wymiar argumentu podzielony przez jednostke dlugosci
(w ukiadzie SI: metr). Przykladem wykorzystania gradientu w elektrotechnice jest zaleznos¢ miedzy
skalarnym potencjatem elektrycznym V (wyrazanym w woltach [V]), a wektorem natezenia pola

elektrycznego E (wyrazanym w woltach na metr [V/m]):
E=—gradV

Znak ,minus” w powyzszej zaleznosci oznacza, ze natezenie pola elektrycznego pokazuje kierunek
malejacego potencjatu.

Do liczenia gradientu wykorzystamy prostg funkcje rézniczkujaca, ktérg badaliSmy na poprzednich
zajeciach (wpisujemy jg w nowym oknie edytora i zapisujemy plik pod nazwg pochodna2.m).

functi on d = pochodna2(x,y)

Lx = length(x);

dx = x(3:Lx)-x(1:Lx-2);
dy = y(3:Lx)-y(1:Lx-2);
d = [NaN dy./dx NaN[J;

Napiszemy teraz nowg funkcje, wykorzystujaca funkcje rézniczkujgcg pochodna2 do liczenia natezenia
pola (wpisujemy jg w nowym oknie edytora i zapisujemy plik pod nazwa natezeniepola.m):

functi on [Ex,Ey] = natezeniepola(x,y,V)

f or k=1:length(y), %p etla po wszystkich warto sciach x
Ex(k,:) = -pochodna2(x,V(k,:));

end

f or k=1:length(x), %p etla po wszystkich warto sciachy
Ey(:,k) = -pochodna2(y,V(:,k)");

end




PRZYKtAD 1

Ograniczymy sie do obszaréw dwuwymiarowych (bez wspotrzednej 2), w ktorych policzymy natezenie
pola elektrycznego na podstawie potencjatu. Zatozymy, ze potencjat V zalezny od X i Y dany jest
w macierzy V, w ktorej kazdy wiersz zawiera dane dla statych wartosci Y, a kazda kolumna dane dla
statych wartosci X. Utwdrzmy macierz V zawierajaca przyktadowe dane (w Command Window):

X =-2.5:0.05:2.5; %zmienna niezale znaXx: ci ag od-2.5c00.05do 2.5

y =-2:0.05:2; %zmienna niezale znay:ci agod-2co0.05do 2

[X,Y] = meshgrid(x,y); %macierze X i Y definiuj ace obszar oblicze o}
V = X.*exp(-X.A2 - Y.12); %skalarny potencjat elektryczny V

Mozemy zobaczy¢ wartosci funkcji na wykresie:

figure(1);

pcolor(X,Y,V); % dwuwymiarowy wykres potencjatu w postaci kolorow
colorbar % opis warto  $ci odpowiadaj acych kolorom na wykresie
xlabel('x") % opis 0si X

ylabel('y") % opis osiy

Wywotujemy funkcje natezeniepola (w Command Window) ze zdefiniowanymi wczesniej argumentami:
[Ex,Ey] = natezeniepola(x,y,V);

Natezenie pola mozemy przedstawi¢ za pomocg strzatek na poprzednio zrobionym wykresie:

hold on; %podtrzymanie istniej acego wykresu
h = quiver(X,Y,Ex,Ey);

Aby strzatki byty lepiej widoczne mozemy je powiekszy¢ i zmieni¢ ich kolor na biaty:
set(h,'AutoScaleFactor',2,'color',[1 1 1]);

PRZYKLAD 2

Utworzymy teraz inng macierz V, reprezentujgca potencjat elektryczny dany zaleznoscia:

V(x,y) = — (codx + sirfy)?,

zrobimy dla niej wykres i policzymy natezenie pola (w Command Window):

clear %czyszczenie pami  eci zmiennych (Workspace)
close %zamkni  ecie rysunku

x =-2.5:0.1:2.5;

y=-2:0.1:2;

[X,Y] = meshgrid(x,y);

V = -(cos(X). 2+sin(Y)."2).72; %potencjat

surf(X,Y,V); % wykres potencjatu
colorbar

xlabel('x")

ylabel('y")

[Ex,Ey] = natezeniepola(x,y,V); % obliczenie nat ezenia pola
hold on;

h = quiver(X,Y,Ex,Ey); % wykres nat ezenia pola
set(h,'AutoScaleFactor',1,'color',[1 1 1]);

axis tight

Strzatki obrazujgce natezenie pola powinny pokazywac kierunek malejgcego potencjatu.



Przed rozpoczeciem rozwigzywania zadania 3 wyczys¢ pamie¢ zmiennych w Matlabie i zamknij rysunki:

clear
close all

PRzZYKLAD 3

Potencjat V w obszarze {X(I(-2.5; 2.5), Y[-2; 2)} dany jest zaleznoscia:
V(xy) = - (¢ +Y7)

Wykonaj wykres potencjalu w danym obszarze, a nastepnie przeksztat¢ potencjat do ukiadu
wspotrzednych biegunowych (r,6), oblicz sktadowe natgzenia pola elektrycznego w tym ukfadzie i na
tym samym rysunku wykonaj wykres natezenia pola. Mozesz to zrobi¢ wedtug ponizszego planu.

1) Dla zmiennych niezaleznych: X zmieniajacych sie od -2.5 do 2.5 co 0.05, oraz Y zmieniajagcych sie od
-2 do 2 co 0.05 utwérz macierze X i Y definiujgce obszar obliczenh tak jak w poprzednich zadaniach.
Oblicz potencjat pola elektrycznego V i przedstaw go na wykresie. Oblicz odpowiadajgce temu
potencjatowi natezenie pola elektrycznego i przedstaw je na wykresie (mozesz to zrobi¢ doktadnie tak
jak w PRZYKLADZIE 2).

2) Do przeksztalcenia macierzy X i Y (utworzonych w punkcie 1) w odpowiednie zmienne w uktadzie
biegunowym wykorzystaj zdefiniowang w Matlabie funkcje cart2pol
[THETA,R] = cart2pol(X,Y);
3) Wyprowadz (analitycznie: na kartce, w zeszycie) wzér na potencjat V w uktadzie wspotrzednych

biegunowych (w zaleznosci od zmiennych niezaleznych @i r) — za X i y podstaw odpowiednie funkcje
@ir, a nastepnie zapisz wzor na V(r,d).

4) Oblicz analitycznie minus gradient z V(r,0) — wyznacz sktadowe E(r,0) i E(r,f) natezenia pola
elektrycznego (skorzystaj z drugiego wzoru na pierwszej stronie instrukcji i z wzoru wyprowadzonego
w punkcie 3).

5) Oblicz wartosci E.(r,6) i E(r,0) natezenia pola elektrycznego z zaleznosci wyznaczonej w punkcie 4.

Et = “\| w tym miejscu wpisz odpowiednie formuty dla Er i Et |

6) Przeksztal¢ skitadowe natezenia pola elektrycznego z ukfadu biegunowego na kartezjanski, wg
zaleznosci:

Ex = Er.*cos(THETA)-Et.*sin(THETA);
Ey = Er.*sin(THETA)+Et.*cos(THETA);

7) Wykonaj wykres dla obliczonego powyzej hatezenia pola za pomocag zielonych strzatek:

h = quiver(X,Y,Ex,Ey ,'color',[0 0.5 0));



PRZYKLAD 4

W pewnym obszarze potencjat elektryczny jest wytwarzany przez trzy tadunki punktowe (; = 1nC,
0>= 1nC oraz gz3= 2nC. tadunki potozone sg w punktach o wspétrzednych: P;: (O, \/é), P, (-1, 0),
Ps: (1, 0). Potencjat V pochodzacy od kazdego z tych tadunkéw dany jest zaleznoscia;

_ i
' A4mer,

gdzie £ = 8.854e-12 F/m, a I; jest odlegtoscig od danego i-tego tadunku do punktu pomiaru potencjatu:

2 2
Fi =\/(Xi_ Xo) + (Yi_ YO)
(X, ;) sa to wspoirzedne punktow Py, Py, P, a (Xo, Yo) sa wspotrzednymi punktu pomiaru.

Catkowity potencjat wytwarzany przez wszystkie tadunki jest sumg potencjatdbw pochodzgacych od
poszczegoblnych tadunkdw.

Napisz w Matlabie funkcje obliczajgcg potencjat oraz natezenie pola elekirycznego w obszarze
ograniczonym wspotrzednymi: x =-0.9, x = 0.9,y =-0.1, y = 1.5. Przedstaw potencjat i natezenie pola
na wykresie.

PYTANIA SPRAWDZAJ ACE DO TEGO CWICZENIA

Co to jest skalar (wielko$¢ skalarna), a czym jest wektor (czym sie rézni od skalara)?

Co to jest gradient?

Jak definiuje sie gradient w uktadzie kartezjanskim?

Majac dana funkcje V = f(X,y) oblicz jej gradient.

Co to jest potencjat elektryczny, jakg ma jednostke?

Co to jest natezenie pola elektrycznego? Jaka ma jednostke?

Jezeli wiadomo, ze E = — gradV, to ktéra ze zmiennych (E, V) jest skalarem, a ktéra wektorem?

Jezeli znamy jednostke zmiennej V, to jaka bedzie jednostka zmiennej E?

PYTANIA NA NASTEPNA WEJSCIOWKE (DYWERGENCJA)

Co to jest dywergencja?

Jak definiuje sie dywergencje w ukladzie kartezjanskim?

Majac dana funkcje wektorowg D = [Dy, Dy]= f(X,y) oblicz jej dywergencie.

Co to jest tadunek elektryczny, jakg ma jednostke?

Co to jest indukcja pola elektrycznego? Jakg ma jednostke?

Jezeli znamy jednostke argumentu dywergencji, to jaka bedzie jednostka jej wyniku?



