Roézniczkowanie numeryczne

Przyjmijmy, ze funkcja ciagta y = flx) = 3sin(3x), gdzie x[X0,2n), dana jest w postaci dyskretnej jako
ciag wartosci y odpowiadajacych zmiennej niezaleznej x, rowniez danej jako ciag wartosci. Chcemy
znalez¢ wartosci pochodnej tej funkgii, ktére nazwiemy d.

PRZYKLAD 1

Na poczatku utworzymy w Matlabie zmienne x i y, ktorym przypiszemy wartosci x i odpowiadajace im
wartosci funkcji y. Wpisujemy w oknie polecen (Command Window):

x = 0:2e-1:2*pi; % zmienna niezalezna x: ciag od 0 co 0.2 do 2*pi
vy 3*sin(3*x); % wartosci funkciji

Tworzymy wykres funkcji y = f{x). Wpisujemy polecenia w ,Command Window”, nie zamykamy rysunku.

o\°

figure(1l); otwieramy nowe okienko dla wykresu
set (gcf, "name', "funkcja')
plot (x,y)

grid on

o\°

nadajemy mu nazwe ,funkcja”
rysujemy wykres y (x)
wiaczamy siatke

o\°

o\°

Teraz oblicz analitycznie (w zeszycie) pochodng d_a = f’(x) i przedstaw jg na osobnym wykresie:

da = 4" aE.i~

figure (2)

set (gcf, 'name', 'pochodna analityczna')
plot (x,d_a)

grid on

Najprostszg funkcje liczaca przyblizong wartos¢ pochodnej napiszemy na podstawie definicji pochodne;j
(doktadnie, to bedzie to tylko iloraz réznicowy: Ay dzielone przez Ax). Zaktadajac, ze x zmienia sie
jednostajnie, réznice miedzy kolejnymi warto$ciami x sg takie same i moga by¢ zapamietane w zmiennej
dx. Dzielac réznice w kolejnych wartosciach y przez dx otrzymamy przyblizong warto$¢ pochodne;.
Wartos¢ ta, tym lepiej bedzie odwzorowywaé pochodng, im mniejsze beda wartosci dx.

Funkcje tworzymy w nowym oknie edytora (z menu File wybierz New Script):

nazwa pliku musi by¢ identyczna jak nazwa funkgcji

nazwa funkcji

argumenty funkciji

Editor - pochodnal.m

function pochodna = pochodnal (x,vV)

Lx = length(x); % obliczamy diugos¢ wektora x
dx = x(2:Lx)-x(1:Lx-1); % obliczamy rdznice w wartosciach x
dy = y(2:Lx)-y(1l:Lx-1); % obliczamy rdznice w wartosciach y
pochodna = [dy./dx NaN]; % obliczamy iloraz rdznicowy
I\ *
A
Obliczenia. L , Komentarz.
Wsrod nich musi byc obliczony wynik, Wszystko wpisane w danej linii
ktory zostat zdefiniowany w nagtéwku. po znaku % bedzie ignorowane.

Powyzszg funkcje zapisujemy w pliku z_domy$lnie nadawang nazwg pochodnal.m W_domysSinie
przyjetym miejscu na dysku i zamykamy okno edytora.




Zapisang funkcje uruchomimy w oknie ,Command Window”. W tym celu wpisujemy jej nazwe,
a w nawiasie podajemy argumenty (wykorzystamy wczesniej utworzone wektory x oraz y). WartoSci
pochodnej zostang wyprowadzone z funkcji i zapamietane w zmiennej d. Nastepnie robimy wykres.

/ argumenty, rozdzielone przecinkiem |
d = pochodnal (x,vy);
Figure (3)

set (gcf, 'name', 'pochodna numeryczna')
plot (x,d)
grid on

Poréwnujac wykresy obu pochodnych na rysunkach — (Figure 2:pochodna analityczna)
i (Figure 3:pochodna numeryczna) mozemy stwierdzi¢, czy sg one takie same, a zatem czy
funkcja pochodnal dobrze liczy pochodng. Zauwaz, ze wykresy sg podobne, ale nie identyczne.

Z definicji pochodnej pamietamy, ze jest to granica z ilorazu réznicowego przy Ax— 0. W naszym
przyktadzie Ax = 0.2. Jest to warto$¢ wzglednie duza i na pewno nie mozna uznaé, ze jest bliska zeru.
Powtérzmy obliczenia funkgii i jej pochodnych (analitycznej i numerycznej) dla mniejszych wartosci Ax
i sprawdzmy, czy ze zmniejszaniem sie Ax wzrasta doktadnos¢ liczenia pochodnej. Aby tatwiej byto
poréwnaé pochodne liczone roznymi sposobami, zrobimy ich wykresy na jednym rysunku.

PRZYKLAD 2

Zmniejszmy Ax do wartosci 0.01 i poréwnajmy wykresy pochodnych:

x = 0:1e-2:2*pi; % ciag od 0 co 0.01 do 2*pi
y = 3*sin (3*x); % wartos$ci funkcji
d a = 9*cos (3*x);

fzgure (4) Polecenie “hold on" powoduje podirzymanie biezacego wykresu —
plot (x,d_a) kolejny wykres zostanie dodany do juz istniejacego.
Kolejne wywotanie funkcji plot bez tego polecenia spowodowatoby

usuniecie z biezacego rysunku istniejacego wykresu.

grid on

d_n = pochodnal (x,V);
hold on
plot(x,d_n,'r'); % 'r' powoduje, ze wykres bedzie czerwony
legend ('pochodna analityczna', 'pochodna numeryczna')

)

PRZYKEAD 3

Sprawdzmy teraz, czy funkcja pochodnal bedzie prawidtowo liczy¢ pochodna, jesli wywotamy jg dla
inaczej okreslonej funkcji y = f(x):

clear

close all

x = 0:1le-2:2%pi;

y = —-6*cos(x.72); X."2, a nie: x"2
figure(1);

plot (x,y, 'k")

d = pochodnal (x,V);

Do stwierdzenia poprawnosci dziatania funkcji musimy znaé¢ pochodna. Wyznacz pochodng d_a = f’(x)
z funkcji f (x) = —6cos(x2) i zréb jej wykres na tym samym rysunku (figure (1)) podobnie jak w
poprzednim przyktadzie. Wykresy pochodnej liczonej analitycznie i numerycznie wykonaj réznymi
kolorami ('r' — czerwony, 'b' — niebieski). Wigcz siatke i dodaj legende (uwaga: opisy wykreséw muszg
by¢ podane w takiej samej kolejnosci, w jakiej byty wykonywane wykresy).



DRUGA FUNKCJA ROZNICZKUJACA

Teraz napiszemy drugg funkcje rézniczkujaca. Tym razem ilorazy r6znicowe bedziemy liczy¢ biorac dla
kazdego punktu warto$¢ nastepng i poprzednig. Uzyskang réznice podzielimy przez dwukrotng réznice
wartosci x. Tworzymy funkcje (w nowym oknie edytora):

Editor - pochodna2.m X

function d = pochodna2 (x,vy)

Lx = length(x);

dx = 4" mam.i™
dy = I Ak:1 "
d = [NaN dy./dx NaN]J;

zapisujemy ja na dysku w domysinej lokalizacji i wywotujemy w oknie Command Window podajac jako
argumenty x i odpowiadajace im wartosci funkcji y zdefiniowane w ostatnim przyktadzie:

d = pochodnaz (x,Vy);
plot(x,d, 'g');

PRZYKLAD 4

W obwodzie przedstawionym na rysunku wartosci

L1 | elementéw sa nastepujace: R=400Q, L=2318,31 mH,

c C =31,831 yF. Obwod zostat podtgczony do zrodta
_l_ napiecia. Napiecie na kondensatorze jest funkcjg czasu

O i wynosi: uc(f) = 1 — [ch(br) + (2/N3)-sh(br)]-e ™.

1) Wykonaj wykres przedstawiajacy napiecia na wszystkich elementach i zrédle w czasie od 0 do 50 ms,
z krokiem 10 ps. Przebiegi napiec¢ przedstaw roznymi kolorami, wtacz siatke i dodaj legende. Zanim
zaczniesz obliczenia wyczys¢ pamie¢ zmiennych i zamknij wszystkie rysunki.

a=200*pi;

b=100*pi*sqgrt (3);
u_C = 1-(cosh(b*t)+2/sgrt (3) *sinh(b*t)) .*exp (-a*t);

2) Przedstaw na wykresie jak zmienia sie energia w polu elektrycznym kondensatora oraz jak zmienia
sie energia w polu magnetycznym cewki.

3) tadunek elektryczny zgromadzony na oktadkach kondensatora mozna policzy¢ jako pochodng z
energii wzgledem napiecia. Strumien indukcji magnetycznej w cewce mozna policzy¢ jako pochodng
energii w cewce wzgledem pradu. Oblicz odpowiednie pochodne i przedstaw na wykresach zmiany
tadunku i strumienia w czasie.

4) Prad elektryczny to zmiana tadunku elektrycznego w czasie. Oblicz pochodng z tadunku na
kondensatorze wzgledem czasu i przedstaw wynik na wykresie.

5) Oblicz pochodng ze strumienia magnetycznego wzgledem pradu i przedstaw wynik na wykresie
wzgledem czasu. Jak zinterpretujesz uzyskany wynik?



POCHODNA CZASTKOWA

Wykorzystajmy funkcje pochodna2 do liczenia pochodnych czgstkowych. W tym celu zdefiniujemy
funkcje z = f{x,y) w nastepujacy sposob:

clear

close all

x = -2.5:0.1:2.5;
y = =2:0.1:2;
[X,Y] = meshgrid(x,vy);

Z = X.*exp(-X."2 - Y."2);

Zobaczmy, jak wyglada wykres funkcji z = f(x,y) na ptaszczyznie XY:

figure (1) ;
surf (X,Y, Z)

axis tight
xlabel ('x")
ylabel ('y")

Pochodne czgstkowe nalezy policzy¢ niezaleznie od siebie dla zmieniajacych sie wartosci x oraz y.
Zastanow sie, jak powinny wyglada¢ wykresy pochodnych liczonych wzdtuz osi X, a jak pochodnych
liczonych wzdtuz osi Y. W ktorych miejscach pochodne powinny przyjmowaé wartosci dodatnie, ujemne i
zerowe? Wyznacz analitycznie pochodne czastkowe, a nastepnie zréb ich wykresy na podstawie
otrzymanych pochodnych albo korzystajac z rézniczkowania numerycznego.

Rézniczkowanie po x:

for w=1:length(y)

Dx (w, :) = pochodna2 (x,Z(w,:));
end
figure (11)
surf (X, Y, Dx)
axis tight
xlabel ('x")
ylabel ('y")

Rézniczkowanie po y:

for k=1:length (x)
Dy (:,k) = pochodna2(y,Z(:,k)");
end
figure (12)
surf (X,Y,Dy)
axis tight
xlabel ('x")
ylabel ('y")

PYTANIA NA NASTEPNA WEJSCIOWKE

Co to jest skalar (wielkos¢ skalarna), a czym jest wektor (czym sie rdézni od skalara)?

Co to jest gradient? Jak definiuje sie gradient w uktadzie kartezjanskim?

Majac dana funkcje V = f(x,y) oblicz jej gradient.

Co to jest potencjat elektryczny, jakg ma jednostke?

Co to jest natezenie pola elekirycznego? Jakg ma jednostke?

Jezeli wiadomo, ze E = — grad V, to ktéra ze zmiennych (E, V) jest skalarem, a ktéra wektorem?
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