Metoda réznic skonczonych

Metoda réznic skonczonych jest jedng z najstarszych metod numerycznych wykorzystywanych do
rozwigzywania zagadnien opisywanych rownaniami rézniczkowymi. Polega ona na przechodzeniu
w réwnaniu rézniczkowym od pochodnych do odpowiednich ilorazéw réznicowych - czyli przejsciu od
réwnan rézniczkowych do réwnan réznicowych, ktére wigzg ze sobg wartosci szukanej funkciji
w wybranych punktach. W przeciwienstwie do metod analitycznych, rozwigzanie otrzymuje sie nie
w calym rozpatrywanym obszarze, ale tylko w pewnych jego punktach, zwanych weziami. Sposéb
wyboru tych punktéw zalezy miedzy innymi od ukfadu wspéirzednych przyjetego do rozwigzania
zagadnienia. Zbior wszystkich wezléw okreslonych dla danego obszaru nazywamy siatkg, ktora
w metodzie réznic skonczonych jest regularna. W przedstawionym ponizej przykfadzie siatka jest
kwadratowa i dla takiej siatki wyprowadzone tu zaleznosci sg prawdziwe.

Rozwazamy obszar na ptaszczyznie X0y, w ktérym potencjat skalarny V spetnia rownanie Laplace’a:
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Rys. 1 Podziat obszaru obliczen

W kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych laplasjan wyrazamy nastepujaco:

O/ = g + g , 2)
ox- oy
zatem roéwnanie Laplace’a zapiszemy:
g + g =0. (3)
ox- oy

Do znalezienia rozwigzania tego réwnania konieczna jest jeszcze znajomos¢ warunkow brzegowych,
czyli wartosci potencjatu (lub jego pochodnej) na brzegu 7.



ZADANIE

Znalez¢ rozktad skalarnego potencjatu elektrycznego V(X,y) w obszarze ograniczonym brzegiem [,
w ktérym jest spetnione rownanie Laplace'a i sg dane warunki brzegowe (czyli na brzegu I jest znana
wartos¢ potencjatu, lub jego pochodna).

Mg(XJ”La) Aby rozwigzac to zadanie metodg roznic skonczonych
nakladamy na obszar obliczeh siatke, stanowigcag
podziat tego obszaru na mniejsze podobszary.
Rozwigzania zadania bedziemy poszukiwac

M(x.y) w wybranych punktach obszaru - wezlach,

M(x-a.y) - M. (xt+a,y) , ,

») 1 wyznaczanych przez siatke. Rozpatrzymy potencjat

w wezle M, o wspotrzednych x,y oraz w weztach

bezposrednio z nim sasiadujgcych (M;, M,, M3 i My).

W réwnaniu (3) wystepujg drugie pochodne potencjatu.

M,(x.y-a) Wyznaczymy je w punkcie M, zakladajgc, ze znamy

potencjat w tym punkcie.

Rys. 2 Wezel M i wezly sgsiednie

Niech potencjat w punkcie M(x,y) wynosi V(X,y). Potencjaty w punktach sasiednich My, M,, M3, M, (rys.2)
otrzymamy rozwijajac V(X + a, y) w szereg Taylora:

V(x+a,y)=V(X, y)+aa—v+a—ﬂ (4)
ox 2 ox°
W ten sam sposéb, rozwijajac V(X —a, y):
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Jezeli ograniczymy sie do trzech pierwszych wyrazédw rozwiniecia i dodamy powyzsze réwnania
stronami to mozemy napisac hastepujaca zaleznos$¢ na drugg pochodng po X:

0V _V(x+a,y)+V(x-ay)- 2/ (x,y)
> U 5 _ (6)
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Podobnie mozemy otrzymac¢ wyrazenie na druggq pochodng po V:
OV _V(xy+a)+V(x,y-a)- (x,y)
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Mozemy juz teraz zapisa¢ przyblizone wyrazenie na Laplasjan potencjatu skalarnego V(X,y):

oV oV _ 1
0V="o+—0=|V(x+a,y)+V(x-a,y)+V(x,y+a)+V(x,y-a)- &/ (X, 8
o2 " ay? DLV (xray)+v (x-ay)+v(xy+a)+V(xy-a)- 4/ (x.y)] ®)
Podstawiamy to wyrazenie do réwnania (3) i znajdujemy potencjat w punkcie M(x,y), wyrazony za
pomocg wartosci potencjatdbw w punktach sasiednich. Odpowiednikiem réwnania rézniczkowego
czastkowego Laplace’a 0%V = 0 jest wiec nastepujgce rownanie réznicowe:

% D%[V (x+a,y)+V(x-a,y)+V(x,y+a)+V(x,y-a)] (9)



PRZYKLAD 1
Wewnatrz obszaru ograniczonego czterema $cianami o danych potencjatach V|, Vy;, Vi, Viv skalarny
potencjat elektryczny V spetnia rownanie Laplace’a.
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Rys. 3 Prostokatny obszar obliczenh, ze znanymi wartosciami potencjatu na brzegach

Przy przyblizonym wyznaczaniu rozktadu potencjatu, dla kazdego z 210 punktéw, powstatych przy

podziale rozwazanego obszaru kwadratowg siatkg, mozemy zapisac rownania:

1
V1 :Z(Vz +V| +V|| +V22) (10)
1
V2 = Z(Va +V1+V|| +V23) (11)
1
V210 = Z (VIII +V209 +V189+VIV) (12)

Réwnanie rozniczkowe czastkowe Laplace’a zostato zastgpione uktadem 210 réwnan algebraicznych,
liniowych, z 210 niewiadomymi potencjatami. Réwnania te mozemy uporzadkowac i zapisa¢ w postaci
macierzowej, a nastepnie rozwigzywac korzystajac z dowolnej metody rozwigzywania uktadow réwnan.
Jako wyniki uzyskamy wartosci potencjatow we wszystkich weztach analizowanego obszaru.

PYTANIA NA WEJ SCIOWKE: METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Metoda réznic skonczonych nalezy do numerycznych metod rozwigzywania rownan rézniczkowych
czastkowych. Stosuje sie w niej przeksztatcenie zadanego réwnania.
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Co uzyskuje sie w wyniku tego przeksztatcenia (co jest faktycznie rozwigzywane: rOwnanie
rézniczkowe, réwnanie algebraiczne, uktad réwnan, pochodna, catka)?

Co (oprécz rownania rozniczkowego) jest potrzebne do rozwigzania zadania?

Co jest wynikiem obliczeh tg metoda? Czy rozwigzanie uzyskuje sie w postaci jednej funkcji, w
postaci kilku funkcji, w postaci liczby, czy w postaci zbioru liczb?

Wyijasnij pojecia ,siatka”, ,wezty”, oraz ,warunki brzegowe”.

Co to sg ,warunki brzegowe”?

Co to sg ,warunki brzegowe Dirichleta” i ,warunki brzegowe Neumanna”?

Zapisz réwnanie (9) dla potencjatlu w wybranym wezle, w rozpatrywanym powyzej przyktadzie.

Oblicz warto$¢ potencjatu w wezle 2, zaktadajac, ze wartosci potencjatow w weztach sasiadujacych z
nim sg znane.



ZADANIE 1
Dany jest potencjat na brzegach dwuwymiarowego
obszaru 30 x 30, zmieniajacy sie wzdtuz catego
brzegu w nastepujacy sposob (Rys. 4):

| - liniowo od O (dlay=0)do 10V (dlay = 30)

[I' - 10cos(x-11/15)

[l - liniowo od O (dlay = 0) do 10 V (dlay = 30)

IV - Bsin(x-11/15)
Nalezy znalez¢ rozktad potencjatu wewnatrz tego
obszaru.

Rozwigzanie dla 9 weztéw wewnatrz obszaru:
0 5 0 -5 0
25 2857 1.071 0.179 25
5 2.857 1.25 2.143 5
75 2321 -1.071 2.143 7.5

10 O -10 0 10
Rys. 4 Warunki brzegowe w zadaniu 1
20V
- ZADANIE 2
Dany jest potencjat V na brzegach obszaru (jak na Rys. 5).
1 3 5 Potencjat na gornej krawedzi obszaru wynosi V=20V,
potencjat na prawej krawedzi wynosi V = 30 V, na pozostatych
brzegach potencjat jest zerowy. Nalezy znalez¢ rozkiad
2 i 5 potencjatu wewnatrz tego obszaru.
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Rys. 6 Obszar obliczen w zadaniu 3
ZADANIE 3

Dany jest potencjat V = 100 V na brzegach obszaru (jak na Rys. 6) oraz V = 0 w srodku. Nalezy znalez¢
rozktad potencjatlu wewnatrz tego obszaru. Uwaga: obszar obliczen oraz rozmiar macierzy mozna
znacznie zmniejszy¢ uwzgledniajgc symetrie (zob. Rys. 7 i Rys. 8).
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Rys. 7 Warunki symetrii w zadaniu 3 Rys. 8 Symetryczne wezlty w zadaniu 3



