Roézniczkowanie numeryczne

Przyjmijmy, ze funkcja ciagta y = fix) = 4sin(3x)e"d2, gdzie x[0,2n), dana jest w postaci dyskretnej
jako ciag wartosci y odpowiadajacych zmiennej niezaleznej x, rowniez danej jako ciag wartosci. Chcemy
znalez¢ wartosci pochodnej tej funkciji, ktére nazwiemy dn.

PRZYKLAD 1
Na poczatku utworzymy w Matlabie zmienne x i y, ktorym przypiszemy wartosci x i odpowiadajace im
wartosci funkcji y. Wpisujemy w oknie polecen (Command Window):

o\°

x = 0:1le-2:2*pi; zmienna niezalezna x: ciag od 0 do 2*pi
vy 4*3in (3*x) .*exp (-x/2); % wartosci funkciji

Tworzymy wykres funkcji y = f{x). Wpisujemy polecenia w ,Command Window”, nie zamykamy rysunku.

plot (x,vy) % rysujemy wykres vy (x)
grid on, hold on % wiaczamy siatke 1 podtrzymujemy wykres

Teraz obliczamy analitycznie pochodna da = f(x) i przedstawiamy jg na wykresie:

da = 4" ge.i"=p]: 4" au.i"=n]:
plot(x,da,'r")

Funkcje liczaca przyblizong warto$¢ pochodnej napiszemy na podstawie definicji (doktadnie, to bedzie to
tylko iloraz réznicowy). Rdznice miedzy kolejnymi wartosciami x zapamietamy w zmiennej dx, réznice
miedzy warto$ciami y zapamietamy w zmiennej dy. Dzielac dy przez dx otrzymamy przyblizong wartos¢
pochodnej. Warto$¢ ta, tym lepiej bedzie odwzorowywac pochodng, im mniejsze bedg wartosci dx.
Funkcje tworzymy w nowym oknie edytora (z menu File wybierz New Script):

' nazwa pliku musi by¢ identyczna jak nazwa funkcji | e

, = ' argumenty funkgji | Wszystko wpisane w danej linii
wynik | | nazwa funkcji ' po znaku % bedzie ignorowane.

_

Editor - pochodna.m

function wynik = pochodna (x,Vy)

Lx = % obliczamy diugos$é¢ wektora x

dx = % obliczamy rdéznice w wartosciach x

dy = % obliczamy rdéznice w wartosciach y

wynik = % obliczamy iloraz rdéznicowy
Obliczenia.

WSsréd nich musi by¢ obliczony wynik, ktéry zostat zdefiniowany w nagtowku.

Powyzszg funkcje zapisujemy w pliku z_domysinie nadawang nazwg pochodna.m w_domysinie
przyjetym miejscu na dysku i zamykamy okno edytora.

Zapisang funkcje uruchomimy w oknie ,Command Window”. W tym celu wpisujemy jej nazwe,
a w nawiasie podajemy argumenty (wykorzystamy wczesniej utworzone wektory x oraz y). WartoSci
pochodnej zostang wyprowadzone z funkcji i zapamietane w zmiennej dn. Nastepnie robimy wykres.

/ argumenty, rozdzielone przecinkiem |
dn = pochodna (x,V);
plot (x, dn, 'a")

Poréwnujac wykresy obu pochodnych na rysunku mozemy stwierdzi¢, czy sg one takie same, a zatem
czy funkcja pochodna dobrze liczy pochodng. Poniewaz wykresy prawie sie pokrywaja, o tym jak
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dobrze dziata funkcja moga sSwiadczy¢ roznice miedzy uzyskanymi z niej wynikami a wartosciami
prawdziwymi (pochodng liczong analitycznie). Dobrg miarg jakosci funkcji moze by¢ btad
Sredniokwadratowy.

Oblicz i przedstaw na wykresie:
1) roznice d1 miedzy wartosciami pochodnej obliczonej numerycznie i analitycznie,
2) réznice d2 wyrazong w procentach wartosci pochodnej analitycznej (d1 odniesione do d2).

Oblicz dla przyktadu 1:

1) btad sredniokwadratowy (MSE),

2) pierwiastek btedu sredniokwadratowego (RMSE),

3) pierwiastek btedu sredniokwadratowego (RMSE) odniesiony do wartosci skutecznej funkcji (da).

PRZYKLAD 2
L R W obwodzie przedstawionym na rysunku warto$ci
O_NW\—:—_L elementéw sa nastepujace: R=400Q, L=2318,31 mH,
C C =31,831 yF. Obwodd zostat podigczony do zrédia
_l_ napiecia. Napiecie na kondensatorze jest funkcjg czasu
O i wynosi: uc(f) = 1 — [ch(bf) + (2/\3)-sh(br)]-e .

1) Wykonaj wykres przedstawiajacy napiecia na wszystkich elementach i zrédle w czasie od 0 do 50 ms,
z krokiem 10 ps. Przebiegi napie¢ przedstaw r6znymi kolorami, wiacz siatke i dodaj legende. Zanim
zaczniesz obliczenia wyczysé pamie¢ zmiennych i zamknij wszystkie rysunki.

a=200*pi;
b=100*pi*sqrt (3);
u_C = 1-(cosh(b*t)+2/sgrt (3) *sinh(b*t)) .*exp (-a*t);

2) Przedstaw na wykresie jak zmienia sie energia w polu elektrycznym kondensatora oraz jak zmienia
sie energia w polu magnetycznym cewki.

3) Ltadunek elektryczny zgromadzony na oktadkach kondensatora mozna policzy¢ jako pochodng z
energii wzgledem napiecia. Strumien indukcji magnetycznej w cewce mozna policzy¢ jako pochodng
energii w cewce wzgledem pradu. Oblicz odpowiednie pochodne i przedstaw na wykresach zmiany
tadunku i strumienia w czasie.

4) Prad elektryczny to zmiana tadunku elekirycznego w czasie. Oblicz pochodng z tadunku na
kondensatorze wzgledem czasu i przedstaw wynik na wykresie.

5) Oblicz pochodng ze strumienia magnetycznego wzgledem pradu i przedstaw wynik na wykresie
wzgledem czasu. Jak zinterpretujesz uzyskany wynik?

PRZYKLAD 3

Obwdd przedstawiony na ponizszym rysunku jest zasilany ze zrédta napiecia przemiennego. Okresl|
wartos¢ skuteczng napiecia zrédta E na podstawie znajomosci wartosci R i L oraz pradu i(t) w stanie
ustalonym. Wykres| przebiegi spadkéw napie¢ na elementach R i L oraz napiecia zasilajgcego E.

Czas i prad w obwodzie sg zdefiniowane nastepujaco: R=100 L=318.31 mH
1
t = 0:1e-4:40e-3; E —_—

i = 0.12*sin(100*pi*t-pi/4);

Parametry obwodu: R =100 €; L =318,31 mH.




PRZYKLAD 4

Szeregowy obwod RC jest zasilany ze zrodta napiecia przemiennego. Okresl wartos¢ skuteczng
napiecia zasilajgcego zrddta na podstawie znajomosci wartosci R i C oraz spadku napiecia uc(t) na
kondensatorze w stanie ustalonym. Wykres$l przebiegi spadkédw napie¢ na elementach R i C oraz
napiecia zasilajgcego E.

Czas i spadek napiecia na kondensatorze sg zdefiniowane nastepujaco:

= C= 31.831 uF
t = 0:1e-4:40e-3; R=100 ('
uc= 10*sin(100*pi*t); ] A

Parametry obwodu: R =100 2; C = 31,831 pF.

PRZYKLAD 5

Obwadd przedstawiony na ponizszym rysunku jest zasilany ze zrédta napiecia przemiennego. Okresl
wartos¢ skuteczng napiecia zasilajgcego zrodta na podstawie znajomosci wartosci R1, R2 i C oraz
spadku napigcia uc(t) na kondensatorze w stanie ustalonym. Wykresl przebiegi spadkéw napiec i

pradow na elementach oraz napiecia zasilajgcego E.
. . - R1=100
Spadek napiecia na kondensatorze jest zdefiniowany

nastepujaco:

—
E l
C=
uc= 12*sin (100*pi*t); _1_31_831 uF R2=100

Parametry obwodu: R1=R2=100CQ; C=31,831uF.

PRZYKLAD 6

Szeregowy obwdd RLC jest zasilany ze zrddta napiecia przemiennego. Okresl wartosé skuteczng
napiecia zasilajacego zrédta na podstawie znajomosci wartosci R, L, C oraz spadku napiecia uc(t) na
kondensatorze w stanie ustalonym. Wykres| przebiegi spadkéw napie¢ na elementach R, L, C oraz
napiecia zasilajgcego E.

Spadek napiecia na kondensatorze jest zdefiniowany nastepujaco:

R=100 L=636.62 mH
uc= 10*sin(100*pi*t);
E
Parametry obwodu:
R=100Q; L=636.62mH, C=231,831pF. .
_ 1l
31.831 uF



Numeryczne rozwigzywanie rownan rozniczkowych

Dane jest réwnanie rézniczkowe zwyczajne, pierwszego rzedu F(y', y, x), z warunkiem poczatkowym
y(0). Rozwiazujemy réwnanie w sposéb numeryczny, metodg Eulera. Rozwigzaniem bedg wartosci y
dane dla wszystkich wartosci x. Skorzystamy z definicji pochodnej.

Majac dana funkcje y(x), dla Ax dazacych do zera mozemy zapisaé:

.:&:yn_)’m

, Skad wyznaczamy wartos¢ y,;:
Ax Ax Y

(1)

20 Y=y ty'Ax.

Z danego réwnania rézniczkowego wyznaczamy y' i podstawiamy do réwnania (2). Otrzymujemy w ten
sposéb wzér umozliwiajacy obliczenie wartosci y,, w punkcie x,, na podstawie wartosci y,_;, czyli
w punkcie wczesniejszym: x,,_;.

Jako przyktad rozwigzywania réwnania rézniczkowego rozpatrzymy tClose=0 j
zataczenie obwodu z indukcyjnoscig do zrodta napiecia statego. 1 )i =
Na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa mozemy zapisa¢ rownanie g
rozniczkowe (suma napie¢ w obwodzie jest rbwna zero), a ze stanu | - R
obwodu przed przetaczeniem warunek poczatkowy i(0): T D

) di ) L
(3) Ri+L—=E, i(0)=0. TV

dr

, E —tle : L .
Analityczne rozwigzanie zadania prowadzi do uzyskania funkcji i(t) =E(1—e " ) gdzie 7 :E jest

statg czasowa obwodu.

Zobaczmy jak wyglada przebieg funkcji i(f) w czasie, dla przykladowych wartosci parametréw
wystepujacych w zadaniu (R =100 Q, L =318.31 mH, E =200 V):

R = 100;
L = 318.31e-3;
E = 200;

tau = L/R;

t = linspace(0,0.03,1001);

i = E/R*(l-exp(-t/tau));

figure (1) ;

set (gcf, '"name', 'rozwigzanie analityczne')
plot (t,1)

grid on

axis([-0.001 0.03 -0.1 2.1])

Analogicznie jak dla funkcji y(x), dla funkcji i(¢) rbwnanie (2) zapiszemy w postaci:

di
4 I, =i, +—At
(4) e

Z réwnania rézniczkowego (3) wyznaczamy pochodng w n-tym kroku, réwniez na podstawie wartosci
funkcji w kroku n—1:
di _E_R,

5 =
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Zatem dla naszego zadania warto$¢ szukanej funkcji w n-tym kroku wyrazimy zaleznosciag:
.o E R.
(6) by Sl | ==l At
L L

Tworzymy funkcje (w nowym oknie edytora):

function i = rrl1(i0O,t,R,L,E)

r = length(t);
dt = t(2)-t(1);
i(1:r)=NaN;

i(1) = 1i0;
for n = 2:r

i(n) = 1i(n-1)*(1-R*dt/L) + E/L*dt;
end

figure (2);

set (gcf, '"name', 'rozwiazanie numeryczne')
plot(t,i,'r")

grid on

i wywotujemy jg podajac zerowy warunek poczatkowy jako pierwszy argument:

i =rrl(0,t,R,L,E);
Dla innego zadania musimy odpowiednio zmieni¢ funkcje, tzn. wyznaczyé pochodng z réwnania

rézniczkowego (zapisanego dla danego zadania) i podstawiajac ja do réwnania (4) wyznaczy¢ wartos$¢
funkcji w n-tym kroku, na podstawie wartosci funkcji w kroku n—1.

Rozwigz zadania (poszukujemy pradu na indukcyjnosci)

zadanie1) R3=10€Q; R5=20Q; L3=318.47mH; V3=12V

+] V3 L3

zadanie2) R2=10Q; L2 =318.47 mH; V2 =200sin(wt) V; f = 50 Hz

tClose=0
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zadanie3) R4=10€Q; R7=20€Q; L4=200mH; V4=9V

R7
] -

-

+| Va4 (E{

N

tClose=0

R4

L4 J
N

zadanie4) R8=30€; R9=50Q; L6 =100 mH; V6=24V

tClose=0

zadanie 5) Poszukujemy wartosci napiecia na kondensatorze. %

1 2
ﬁ R15
R15 =100 Q; C2=200nF, V8 =6V V8 |

zadanie 6) Poszukujemy wartosci pradu w obwodzie i napiecia na kondensatorze.
R=100Q, L=2546,48 mH, C=231,831uF, e(t)=10v2sin(ot)V; f=50Hz

C2

tClose=0 L=2546.48mH R=100
)$ YY) 1
ot T C=31831uF

PYTANIA NA NASTEPNA WEJSCIOWKE: METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Metoda réznic skonczonych nalezy do numerycznych metod rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych.
Stosuje sie w niej przeksztatcenie zadanego réwnania.

1. Co uzyskuje sie w wyniku tego przeksztatcenia (co jest faktycznie rozwigzywane: rébwnanie rézniczkowe,
réwnanie algebraiczne, uktad rownan)?

2. Co (oprécz rownania rozniczkowego) jest potrzebne do rozwigzania zadania?

3. Co jest wynikiem obliczen tg metoda? Czy rozwigzanie uzyskuje sie w postaci jednej funkcji, w postaci kilku
funkcji, w postaci liczby, czy w postaci zbioru liczb?

4. Wyjasnij pojecia ,siatka”, ,wezty”, oraz ,warunki brzegowe”.

5. Co to sa ,warunki brzegowe Dirichleta” i ,warunki brzegowe Neumanna”?



