Interpolacja

Funkcjay = f(X) jest dana w postaci dyskretne;j:
(1) Y1 = f(xl)’ Y2 = f(XZ), Y3 = f(X3), . Yn = f(xn), Yn+1 = f(Xn+1),

to znaczy, ze w pewnym przedziale (X1; X2) zmiennej niezaleznej X sg znane wartosci tej funkcji, przy
czym sg one znane tylko w wybranych punktach. Wykonujgc interpolacje uzyskuje sie przyblizone
wartosci funkcji f(x) réwniez dla innych punktéw nalezacych do przedziatu (X1; X2), ale niebedacych
punktami ze zbioru danych. Punkty Xi, X2, X3, ... , Xn, Xn+1 (0gélnie: X;) nazywa sie weziami
interpolaciji.

Interpolacja wykorzystuj aca wielomian Newtona

Wielomian interpolacyjny Newtona mozna zapisa¢ w postaci:

(2)  F(x) =by + box + bax® b3+ . +bnaaX,

gdzie by, by, ... bp+1 sa niewiadomymi wspétczynnikami funkcji interpolacyjnej F(x). Majac do
dyspozycji n+1 danych mozna zapisa¢ wielomian n—tego rzedu. Réwnanie (2) zapisuje sie w postaci:
B) F(X) =ar +ax(x—x)+as(X=—x)xX=%) + ... +anc1(X=%)X=%)...X=%) ,

po czym tworzy sie uktad rbwnan podstawiajac do powyzszego wzoru dane wartosci X; oraz V;:

yi=F(X1) = a1 + ax(xa—x) + as(xt = X)) (X1 —%) + ... +an+1(X2—x)(X1—%)...(X1 — %)
Y2=F(X2) = a1 + ax(x2—%) + as(e—X)(X2—%) + ... +an+1(X2—x)(X2—%)...(%2 — %)

Ynt1=F (Xne1) =ar+ 82 (Xne1 —X0) a3 (Xnr1 —X) Xne1—X2) + ... Han+1(Xne1—X1) Kne1—X2) .. Xns1—Xn)

Ostatecznie ukfad réwnan jest nastepujacy:
yi =as
Yo =ax + ax(X—x)
y3 =ai + ax(X—x) + as(Xs — %) (X — %)
(4) Ya mar + ax(Xa—x) + az3(Xs— %)X — %) + as(Xs — %) (Xs — %) (X4 — %)

Yo a1 + ax(X—x) + as(X— X)X — %) + +an (X — %) (% — %) .. (X — %-1)
Vnt1= a1 tap (Xn+1— Xl) +a3(xn+1— Xl)(xn+1 - XZ) + +an+1(xn+1 - Xl)(xn+1 - )Q) ‘e (Xn+1 - X”I)

CO mozna zapisa¢ macierzowo:
(5) AX-a=Yy, gdzie:

(6) [1 0 0 0 0 0 |
1 X%—X% 0 0--- 0 0
Ax = 1 x3.—xl (%= %) (%= %) 0 .0 ‘O
;L xn.—xl (m—xj(m— %) (%~ X)--.-( X— %i) 6

1 X=X (%= ) (%= %) o (%em %)% %) (%0 (X Y

a a oraz y sa wektorami kolumnowymi.

Rownanie (5) nalezy rozwigzac¢ znajdujac wartosci wspotczynnikow zawarte w wektorze a.



ZADANIA:

1. Napisz w Matlabie funkcje o nazwie i nt er pol acj al, ktéra bedzie tworzy¢ macierz AX na podstawie
wartosci X; danych w wektorze X. Poczatek funkcji: f uncti on DX = i nt er pol acj al(x) . Wywolaj
w Command Window powyzszg funkcje, przyjmujgc wartosci X; z tabelki na stronie 3.

2. Z réwnania (5) wyznacz wspotczynniki a; przyjmujac wartosci X; oraz y; z tabelki na stronie 3.

3. Napisz w Matlabie funkcje o nazwie interpolacja2, ktéra bedzie oblicza¢ wartosci
wspotczynnikéw funkgji interpolacyjnej b; na podstawie wartosci a; oraz X;.
Poczatek funkcji: f uncti on B = i nterpol acj a2(a, x) .

4. Napisz w Matlabie funkcje i nt er pol acj a3, ktéra na podstawie danych wartosci Xj oraz b; obliczy
wartosci funkcji interpolacyjnej w zadanym przedziale i stworzy jej wykres.

5. Napisz w Matlabie funkcje o nazwie interpol acja, ktéra bedzie korzysta¢ z funkciji
I nt er pol acj al, i nterpol acj a2, i nterpol acj a3 oraz dowolnej funkcji rozwigzujacej uktad
rownan i na podstawie danych wartosci y; oraz X; obliczy wspétczynniki interpolacji i przedstawi
funkcje na wykresie. Poczatek funkcji:

function B = interpol acja(x,y) .

DX = interpolacjal(x); .

a = ukl ad_rownan(DX,Y);
B = interpol acj a2(a, x);
Aproksymacja

Celem aproksymaciji jest przyblizenie funkcji f(X) — zwanej funkcjg aproksymowana, inng funkcjg Q(x) —
zwang funkcjg aproksymujaca. Obie funkcje — f(Xx) i Q(X), sa okreslone w tym samym obszarze, przy
czym funkcja aproksymowana jest bardzo czesto znana w postaci dyskretnej, np. z pomiaréw.

Dobér odpowiedniej funkcji aproksymujacej najczesciej sprowadza sie do wyznaczenia wartosci
wspotczynnikow a; wielomianu:

(7 Q(x)=ieyq(>b,

w ktorym ¢; sg funkcjami bazowymi.
Dane pomiarowe sg zwykle obarczone bledami, zatem aproksymacja ma na celu przyblizenie danych za

pomoca funkcji aproksymujacej w sposob najlepszy wedtug przyjetego kryterium. Najczesciej stosuje sie
kryterium najmniejszych kwadratow.

Aproksymacja sredniokwadratowa

Aproksymacja $redniokwadratowa zapewnia minimum normy réznicy funkcji f(x) i Q(X). Zadanie
aproksymaciji sprowadza sie zatem do takiego doboru wspotczynnikéw funkcji aproksymujacej aby
zminimalizowac¢ btad wyrazony wzorem:

® s=X[f(n-ax].

gdzie x; (dlai =0, 1, 2, ... n) to punkty pomiarowe, f(X;) =Y; jest zbiorem znanych wartosci funkcji
(n+1 danych pomiarowych), a Q(Xi) jest zbiorem wartosci funkcji aproksymujacej. Realizacja
aproksymaciji zalezy od tego jakie funkcje beda przyjete jako bazowe.




Aproksymacja sredniokwadratowa wielomianowa

Przyjmujemy funkcje aproksymacyjng (rownanie 7) w postaci wielomianu rzedu m:

© QAW=>ax.

oraz definiujemy biad:
(10)  S=2 (y-2 3 ¥)*.
i=0 i=0

Z warunku koniecznego na ekstremum funkcji wielu zmiennych, przyrownujac pochodne do zera,
otrzymamy ukfad rownan liniowych o niewiadomych wspéiczynnikach ap, ai, az, ... am, ktéry mozna
przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

(11) 2X'™Xa-2XTy =0

gdzie X jest macierzg utworzong z funkcji bazowych dla wszystkich wartosci Xj, a jest wektorem
kolumnowym niewiadomych wspotczynnikow, a y jest wektorem kolumnowym znanych warto$ci funkcji.
W kazdym i-tym wierszu (dlai =0, 1, 2, ... n) macierzy X sg umieszczone wartosci wszystkich funkgiji
bazowych dla jednego punktu pomiarowego X;. Macierz X ma zatem n+1 wierszy oraz m+1 kolumn:

12 . L
12 % % B W
1 % X % X X
X= 1 X2 Xg Xg 2_1 x;]l

1% X X X X
Rozwigzaniem zadania jest wektor wspéiczynnikow a:

(13) a= (X'X)*XTy.

ZADANIA:
6. Wykonaj wykres dla danych w tabeli powyze;.

7. Przyjmujac funkcje aproksymujgcq w postaci wielomianu drugiego stopnia:
Q(x) = ax® + bx + ¢ znajdz wartosci wspotczynnikéw a, b oraz c.

8. Wykonaj wykres dla funkcji Q(x), dla innych, niz podane w tabeli, wartosci x.

Aproksymacja w przestrzeni dwuwymiarowej

Jako przyktad aproksymacji w dziedzinie 2D rozpatrzymy aproksymacje stosowang w metodzie
elementéw skonczonych (MES). Metoda elementow skonczonych jest uzywana do numerycznego
rozwigzywania rownan rdzniczkowych czastkowych w réznych dziedzinach i zagadnieniach techniki.
W elektrotechnice stosuje sie ja m.in. do obliczania rozktadu pél elektrostatycznych, gdzie poszukuje sie
wartosci skalarnego potencjatu elektrycznego V. W metodzie tej obszar obliczen zostaje podzielony na
elementy sko nczone, ktérymi moga by¢ np. trojkaty (Rys. 1). Podziat obszaru prowadzi do powstania
siatki elementow skonczonych. Punkty przeciecia linii siatki nazywamy weztami .




Zaktadajac, ze wartosci funkcji V sg znane w weztach, wartosci
potencjatu elektrycznego wewnatrz elementu aproksymujemy
funkcja V(X, Y) o nastepujacej postaci:

(551

(14) V(x,y)=a+bx+cy

Wspotczynniki aproksymacji: @, b, C okresla sie na podstawie
wartosci funkcji w weztach (1, 2, 3), zatem dla kazdego z nich
rownanie (14) jest rowniez spetnione. Zapisujac rownanie (14)
dla weztéw 1, 2, 3 otrzymuje sie uktad réwnan (15), z ktérego 1

mozna wyznaczy¢ wspoétczynniki aproksymaciji:
Rys. 1 Element o weztach 1, 2, 3.

Vi=a+bx, +cy, al 1 x v,
(15 V, =a+bx, +cy, @) |b|=|1 x, y,| |V,
Vy =a+bx; +cy, c 1 x; 8

Znajac wartosci funkcji w weztach mozna obliczyé wspotczynniki a, b, C i aproksymowane wartosci
szukanego potencjalu w dowolnym punkcie wewnatrz elementu — z réwnania (14). W ten sposoéb
zadanie polegajgce na obliczeniu rozkiadu pola elektrycznego w danym obszarze mozna zredukowac do
znalezienia wartosci potencjalu w wezlach siatki i okreslenia funkcji aproksymujgcej, zamiast
poszukiwania rozwigzania w postaci funkcji ciagtej V(X, y) w catym obszarze.

ZADANIA:

9. Napisz funkcje, ktéra bedzie oblicza¢ warto$¢ potencjatu w dowolnym punkcie wewnatrz elementu, na
podstawie wartosci wspoétczynnikow aproksymacji (réwnanie 14). Argumentami funkcji bedg
wspotrzedne punktu (X, Y) i wartosci wspétczynnikow aproksymacii (@, b, ).

10. Napisz funkcje, ktora bedzie oblicza¢ wartosci wspoétczynnikdw aproksymacji dla danego elementu,

na podstawie wartosci potencjatdw w weztach tego elementu (réwnanie 16). Argumentami funkcji
beda wspotrzedne weztow (X1, X2, X3, Y1, Yo, Y3) | wartosci potencjatu w weztach (Vy, Vo, Vs).

Catkowanie numeryczne

ZADANIA:

11. Napisz funkcje, ktéra bedzie oblicza¢ wartos¢ catki dla danych wartosci x oraz y. Do zdefiniowania
catki wykorzystaj definicje znang z matematyki.




Zagadnienia na wejsciowke na nastepne ¢éwiczenia
1. Rézniczkowanie numeryczne
Dana jest funkcja y = f(x), ktora jest iloczynem dwoéch funkcji podstawowych (wielomian, funkcje
trygonometryczne, funkcja eksponencjalna, pierwiastek z x, utamek — z x w mianowniku).
- jak definiuje sie pochodng funkcji?
- wyznacz pochodng z danej funkcji,
- oblicz pochodng w punktach Xi, Xz, X3,
- napisz w MATLABIe funkcje rézniczkujgcg (zacznij np. tak: function d = derivative(x,y) )

- korzystajgc z napisanej funkcji oblicz pochodng w wybranych punktach i przedstaw wykres
pochodnej z funkgciji.

2. Numeryczne metody rozwigzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych

Obwaod ztozony z kilku rezystorow i jednej indukcyjnosci jest zatgczany do zZrodia napiecia
statego E.

- napisz rownanie rézniczkowe dla tej sytuaciji,
- oblicz warunek poczgtkowy — prad na indukcyjnosci,

- oblicz prgd wystepujgcy na indukcyjnosci w stanie ustalonym (po ustaniu proceséw
przejsciowych)

- oblicz prad i(t) w stanie przejsciowym
- przedstaw wykres prgdu w funkcji czasu.
- napisz jak rozwigzac¢ zadanie metodg Eulera



